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Μαθηματική σκοπιά 
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Θεωρούμε δύο διανύσματα  
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. Τα διανύσματα αυτά μπορούν να πολ/στούν με δύο τρόπους:  ι) εσωτερικά  και  ιι) εξωτερικά 

Ορίζουμε ως εσωτερικό γινόμενο διανυσμάτων:
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τα μέτρα των διανυσμάτων 
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 και 
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  και  
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 η γωνία που σχηματίζουν.
Το εσωτερικό γινόμενο δύο διανυσμάτων είναι ένας αριθμός δηλαδή τα φυσικά μεγέθη που ορίζονται ως εσωτερικό γινόμενο δύο διανυσμάτων είναι μονόμετρα μεγέθη π.χ το έργο μιας δύναμης ορίζεται ως εσωτερικό γινόμενο της δύναμης  
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 επί το διάνυσμα της μετατόπισης  
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 δηλαδή 
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 ή πιο απλά  W = F.Δx.συνφ
Ορίζουμε ως εξωτερικό γινόμενο διανυσμάτων
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και το διάνυσμα 
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 είναι κάθετο στο επίπεδο των 
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Το εξωτερικό γινόμενο δύο διανυσμάτων είναι ένα διάνυσμα δηλαδή τα φυσικά μεγέθη που ορίζονται ως εξωτερικό γινόμενο δύο διανυσμάτων 
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είναι διανυσματικά μεγέθη π.χ  η ροπή μιας δύναμης 
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ως προς σημείο Ο ορίζεται ως εξωτερικό γινόμενο της δύναμης 
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 επί το διάνυσμα θέσης 
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 σύμφωνα με τη σχέση: 
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Στο εξωτερικό γινόμενο δεν ισχύει η αντιμεταθετική ιδιότητα αλλά 
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Φυσική σκοπιά

Το παραπάνω σχήμα δείχνει μια δύναμη F  που ασκείται σε σημείο Ρ που ορίζεται από ένα διάνυσμα θέσης r (ως προς επιλεγμένο σημείο αναφοράς Ο). Μπορούμε να υπολογίσουμε τη ροπή  της δύναμης F με τους παρακάτω τρεις τρόπους: 

· Να υπολογίσουμε το μοχλοβραχίονα l και να χρησιμοποιήσουμε τη σχέση:      τ = F. l
· Να προσδιορίσομε την γωνία  φ. Ο μοχλοβραχίονας είναι l = rημφ , άρα 

τ = F.r.ημφ
· Να αναλύσουμε τη δύναμη F  σε δύο κάθετες συνιστώσες. Μιας ακτινικής συνιστώσας Frad κατά μήκος της κατεύθυνσης του r, και μιας εφαπτομενικής συνιστώσας Ftan κάθετης στο r. (Η συνιστώσα αυτή ονομάζεται εφαπτομενική γιατί αν το σώμα περιστρέφεται, το σημείο εφαρμογής της δύναμης διαγράφει κύκλο και η συνιστώσα αυτή εφάπτεται σαυτόν). Συνεπώς, ισχύει:   Ftan = Fημφ  άρα 

τ = Ftan.r = (Fημφ).r = F.l
Από την καθημερινή εμπειρία γνωρίζουμε ότι είναι ευκολότερο να ξεβιδώσουμε μία σφιχτή βίδα με κλειδί και μάλιστα να χρησιμοποιήσουμε μεγάλο κλειδί ή να κρατήσουμε το κλειδί σε όσο πιο μεγάλη απόσταση από την βίδα. Μια πόρτα κλείνει ευκολότερα αν την ωθήσουμε σε σημείο που απέχει από τον άξονα περιστροφής της   (Παρατηρήστε που βρίσκεται το πόμολο σε μια πόρτα). Από τα παραπάνω παραδείγματα φαίνεται ότι η εφαρμογή δύναμης προκαλεί περιστροφή ή τείνει να προκαλέσει περιστροφή γύρω από ένα σημείο ή άξονα. 




Το φυσικό μέγεθος που εκφράζει την ικανότητα μιας δύναμης να στρέφει ένα σώμα ονομάζεται  ροπή της δύναμης και συμβολίζεται με το ελληνικό γράμμα τ  (από τον αγγλικό όρο torque). 

Ροπή δύναμης F,  ως προς άξονα περιστροφής, ορίζεται το διανυσματικό μέγεθος που έχει:

i)διεύθυνση: παράλληλη προς τον άξονα 

ii)φορά: τη φορά που προσδιορίζεται από τον κανόνα του δεξιού χεριού.

Παρατηρήσεις 


iii)μέτρο: το γινόμενο του μέτρου της δύναμης F επί την κάθετη απόσταση l της δύναμης από τον άξονα περιστροφής (μοχλοβραχίονας)

τ =F.l
Moνάδα ροπής: Στο διεθνές σύστημα (S.I) η μονάδα ροπής είναι Ν.m
Ροπή δύναμης F ως προς το σημείο Ο, ορίζεται το διανυσματικό μέγεθος που έχει:

i)διεύθυνση: κάθετη στο επίπεδο που ορίζεται από το φορέα της δύναμης και το σημείο Ο.

ii)φορά: που προσδιορίζεται από τον κανόνα του δεξιού χεριού (ή τον κανόνα του δεξιόστροφου κοχλία)

iii)μέτρο: ίσο με το γινόμενο του μέτρου της δύναμης επί την (κάθετη) απόσταση της δύναμης από το σημείο Ο.

τ =F.l
A) Η ροπή μιας δύναμης ως προς σημείο Ο δεν μεταβάλλεται, αν η δύναμη F  μετακινηθεί πάνω στο φορέα της (δύναμη ολισθαίνον διάνυσμα)

Β) Όταν ο φορέας της δύναμης περνάει από το σημείο Ο(r = 0) τότε η ροπή της δύναμης ως προς το σημείο Ο είναι μηδέν.
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Γ) Δεχόμαστε (κατά σύμβαση) θετικές ροπές, τις ροπές των δυνάμεων, που τείνουν να προκαλέσουν περιστροφή αντίθετα από τη φορά  των δεικτών του ρολογιού (αριστερόστροφες) και σαν αρνητικές, τις ροπές των δυνάμεων που τείνουν να περιστρέψουν το σώμα κατά τη φορά κίνησης των δεικτών του ρολογιού (δεξιόστροφες)

Το σχήμα δείχνει ένα σώμα που μπορεί να στρέφεται γύρω από άξονα διερχόμενο από το σημείο Ο, κάθετο στο επίπεδο του σχήματος. Στο σώμα ασκούνται τρεις δυνάμεις F1, F2 και F3 στο επίπεδο του σχήματος. Η τάση της δύναμης F1 να προκαλέσει στροφή γύρω από το σημείο Ο εξαρτάται από το μέτρο της F1 και από την κάθετη απόσταση l1 μεταξύ του φορέα της δύναμης και του σημείου Ο. (Φορέας ή γραμμή δράσης είναι η ευθεία πάνω στην οποία βρίσκεται το διάνυσμα της δύναμης)που την ονομάζουμε μοχλοβραχίονα της δύναμης F1 ως προς το σημείο Ο.

Μια από τις σημαντικές δυνάμεις που ασκούνται σε ένα σώμα είναι το βάρος το σώματος. Η  δύναμη αυτή δεν είναι επικεντρωμένη σε ένα μοναδικό σημείο αλλά είναι κατανεμημένη σ’ολόκληρο το σώμα. Ωστόσο αποδεικνύεται ότι σε ένα ομοιόμορφο ομογενές βαρυτικό πεδίο, η ροπή υπολογίζεται πάντοτε σωστά (ως προς οποιοδήποτε επιλεγόμενο σημείο) αν υποθέσουμε ότι όλο το βάρος του σώματος συγκεντρώνεται στο κέντρο μάζας του.

                     ΧΡΗΣΙΜΕΣ ΛΕΠΤΟΜΕΡΕΙΕΣ ΓΙΑ ΤΙΣ ΠΡΟΣΟΜΟΙΩΣΕΙΣ

Θα χρησιμοποιήσετε συνολικά τέσσερις προσομοιώσεις.

Στην πρώτη προσομοίωση, από τα άκρα ισοσκελή ζυγού κρέμονται με κατακόρυφα σχοινιά δύο σώματα, τις μάζες των οποίων μπορούμε να μεταβάλλουμε με τη βοήθεια των μεταβολέων και να παρατηρούμε τις αλλαγές στην ισορροπία της διάταξης.  

Στη δεύτερη προσομοίωση, μελετάμε τη συνθήκη ισορροπίας του ζυγού με άνισα σκέλη. 

Στη τρίτη προσομοίωση, εικονίζεται μια ράβδος που κρέμεται από κατακόρυφα σχοινιά και από διαφορετικά σημεία της κρέμονται τρία διαφορετικά σώματα. Τα δύο σώματα 1 και 2 έχουν σταθερές μάζες ενώ η μάζα του σώματος (3) μπορεί να μεταβάλλεται με ένα μεταβολέα από (1-30) Kg. Αναζητούμε την κατάλληλη τιμή της μάζας του σώματος 3 ώστε η ράβδος να ισορροπεί.

Στην τέταρτη προσομοίωση μελετάμε τις συνθήκες ισορροπίας ενός στερεού σώματος π.χ μιας δοκού και προσπαθούμε με βάση αυτές να προσδιορίσουμε άγνωστες δυνάμεις π.χ τις τάσεις των σχοινιών

Με τη χρήση των συγκεκριμένων προσομοιώσεων θα μπορέσετε να εμπεδώσετε τις έννοιες της τάσης για στροφή, ροπή δύναμης ως προς άξονα-σημείο, ισορροπία στερεού σώματος.  

ΒΗΜΑΤΑ ΓΙΑ ΤΗΝ ΠΡΑΓΜΑΤΟΠΟΙΗΣΗ ΤΩΝ ΠΡΟΣΟΜΟΙΩΣΕΩΝ

1. Ανοίξτε τη προσομοίωση «Ισοσκελής Ζυγός»

Τι νομίζετε ότι θα συμβεί στην ισορροπία της διάταξης που παρατηρείται στην οθόνη σας, αν τα δύο σώματα που κρέμονται από τα σχοινιά έχουν: 

α) ίσες μάζες 

β) το σώμα 1 έχει μεγαλύτερη μάζα από το σώμα 2 

γ) το σώμα 1 έχει μικρότερη μάζα από το σώμα 2 
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2. Ελέγξτε τις απαντήσεις σας μέσω της προσομοίωσης


 

3. Κλείστε τη προσομοίωση «Ισοσκελής ζυγός» και ανοίξτε τη προσομοίωση «Ζυγός με άνισα σκέλη».

Α) Πόσος είναι ο λόγος των μηκών OA =
[image: image22.wmf]1

l

 και  OΓ =
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Β) Πόσος είναι ο λόγος των βαρών 
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Γ) Εφόσον η διάταξη ισορροπεί, ποια είναι η σχέση των δύο λόγων;



4. Ποια από τις παρακάτω σχέσεις εκφράζει τη συνθήκη ισορροπίας ενός ζυγού με άνισα σκέλη;

Α. 
[image: image28.wmf]2

1

2

1

l

l

W

W

=



Β.  
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 Γ. 
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Δ.  
[image: image31.wmf]2

2

1

1

l

W

l

W

=


5. Ποιο συμπέρασμα προκύπτει για τη συνθήκη ισορροπίας του ζυγού με άνισα σκέλη;



Η ποσότητα 
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 εκφράζει τη τάση για ………………. της διάταξης και ορίζει τη ροπή  τ1  της δύναμης βαρύτητας του σώματος 1. Αντίστοιχα η ποσότητα  ………..     ορίζει τη ροπή  τ2  της δύναμης βαρύτητας του σώματος 2.

6. Ποια από τις παρακάτω προτάσεις είναι σωστή;

i. Η ροπή τ1 της δύναμης βαρύτητας W1 του σώματος  1 έχει διεύθυνση κάθετη στην οθόνη και φορά προς τα έξω.

ii. Η ροπή τ1 της δύναμης βαρύτητας W1 του σώματος  1 έχει διεύθυνση κάθετη στην οθόνη και φορά προς τα μέσα.

iii. Η ροπή τ1 της δύναμης βαρύτητας W1 του σώματος  1 έχει διεύθυνση και φορά ίδια με τη διεύθυνση και τη φορά της  δύναμης βαρύτητας W1 .

iv. Η ροπή τ1 της δύναμης βαρύτητας W1 του σώματος  1 έχει διεύθυνση και φορά ίδια με τη διεύθυνση και τη φορά του διανύσματος 
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O

r

 (μοχλοβραχίονας 
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7. Κλείστε τη προσομοίωση  «Ζυγός με άνισα σκέλη» και ανοίξτε τη προσομοίωση «ροπή Δύναμης».

Αν η μάζα του σώματος 1 είναι 20 Κgr και του σώματος 3 είναι 10Κgr πόσο νομίζετε ότι πρέπει να είναι η μάζα του σώματος 2 ώστε η διάταξη που παρατηρείται να ισορροπεί; Να γράψετε τους υπολογισμούς που κάνατε.





8. Ελέγξτε την εκτίμησή σας συμπληρώνοντας τον παρακάτω πίνακα:

Δίνεται g = 10m/s2

	
	Βάρος
	Μοχλοβραχίονας
	Ροπή
	Τάση για στροφή 

( + ή - )

	Σώμα (1)
	W1 = m1g =
	l1 =
	τ1 = W1.l1=
	

	Σώμα (2)
	
	
	
	

	Σώμα (3)
	
	
	
	


9. Όταν η διάταξη  ισορροπεί ποια από τις παρακάτω σχέσεις ισχύει;

Α. τ1 + τ2 = τ3        Β.  τ1 = τ2 +τ3 
    Γ.  τ1 = τ2 - τ3     Δ. τ1 + τ2 = τ3
   Ε. τ1 + τ2 + τ3 = 0

10. Συμπληρώστε τα παρακάτω κενά:

Όταν  τρεις (ή περισσότερες) δυνάμεις ενεργούν σε ένα σώμα και αυτό ισορροπεί τότε το άθροισμα των ………………………. ροπών ισούται με το άθροισμα των ……………………………ροπών.

11. Στο παρακάτω σχήμα να σχεδιάσετε τα διανύσματα των ροπών των δυνάμεων βαρύτητας όλων των σωμάτων ως προς άξονα που διέρχεται από το Ο και είναι κάθετος στο επίπεδο του χαρτιού, ως εξής:

 Όσες ροπές είναι κάθετες στο επίπεδο του χαρτιού με φορά προς τα έξω συμβολίζονται με ◉, ενώ όσες είναι κάθετες με φορά προς τα μέσα συμβολίζονται με  (.


12. Η ράβδος του διπλανού σχήματος, μήκους l, μπορεί να στρέφεται γύρω από άξονα που περνά από το άκρο της Ο και είναι κάθετος στο επίπεδο περιστροφής της. Στο άκρο Α της ράβδου ασκείται η δύναμη F, που προκαλεί ροπή τ. Το μέτρο της ροπής της δύναμης ισούται:

Χαρακτηρίστε με Σ αν είναι σωστές και με Λ αν είναι λανθασμένες τις παρακάτω προτάσεις:

i) τ = Fl  
ii) τ = Fr  
 iii) τ = Fxl   iv)  τ = Fyl    
v) τ = Flημθ

Κλείστε τη προσομοίωση  «Ροπή δύναμης» και ανοίξτε τη προσομοίωση «Ισορροπία στερεού σώματος».

Στην οθόνη βλέπετε μια ομογενή οριζόντια δοκό ΑΓ που έχει μήκος l = 4m και βάρος  W1 = 200Ν, και κρέμεται από δύο κατακόρυφα σχοινιά που είναι δεμένα στα άκρα της και ισορροπεί. Πάνω στη δοκό και σε απόσταση x = 1m από το άκρο της Α στέκεται άνθρωπος του οποίου η μάζα μπορεί να μεταβάλλεται μέσω μεταβολέα που εικονίζεται στο δεξιό μέρος της οθόνης.

13. Ποιες δυνάμεις κατά τη γνώμη σας, ασκούνται στη δοκό;



14. Επιβεβαιώστε τις εκτιμήσεις σας μέσω της προσομοίωσης, κάνοντας κλικ στο πλήκτρο «Εκτέλεση» 

15. Η ράβδος ισορροπεί, συνεπώς ισχύει:

A. ΣFx = 0  
B. ΣFy = 0  
Γ. ΣF = 0  
Δ. Στ = 0  
Ε.  Όλα τα προηγούμενα.

16. Η σχέση που προκύπτει για την ισορροπία των δυνάμεων στον άξονα  y΄y είναι:

Α. Τ1 –Τ2 +W1 – W2 = 0      B.  -Τ1 –Τ2 +W1 – W2  = 0      Γ. Τ1+Τ2 = W1+W2   Δ.Τ1+W1=Τ2+W2
17. Εφόσον η ράβδος ισορροπεί, δεν στρέφεται,  το αλγεβρικό άθροισμα των ροπών των δυνάμεων ως προς οποιοδήποτε σημείο είναι μηδέν.(συνήθως επιλέγουμε τα σημεία άρθρωσης ή τα σημεία στήριξης, στην συγκεκριμένη περίπτωση επιλέγουμε το σημείο Α ) 

Να βρείτε την έκφραση με την οποία υπολογίζουμε την Τ2 συναρτήσει των W1, W2, l, x



 


Ομοίως να βρείτε την έκφραση με την οποία υπολογίζουμε την Τ2 συναρτήσει των W1, W2, l, x

 


18. Με βάση τις εκφράσεις που βρήκατε στα προηγούμενα ερωτήματα, πόσο υπολογίζετε τις τάσεις Τ1 και Τ2 όταν το βάρος του ανθρώπου είναι 60Kg;

Τ1 =…….Ν    και    Τ2 = …….Ν

19. Επιβεβαιώστε τα αποτελέσματά σας μέσω της προσομοίωσης.

20. Συμπληρώστε τον παρακάτω πίνακα:

Δίνεται g = 10m/s2

	Μάζα  ανθρώπου (m)
	Βάρος ανθρώπου(W2)
	Τάση σχοινιού 1 (Τ1)
	Τάση σχοινιού 2 (Τ2)

	60
	W2 = mg =
	
	

	0
	
	
	

	50
	
	
	

	100
	
	
	


21. Με βάση τις τιμές του παραπάνω πίνακα και τις εκφράσεις που υπολογίσατε να κάνετε τις γραφικές παραστάσεις του Τ1 = f(W2) και  Τ2 = f(W2). Τι παριστάνουν οι γραφικές παραστάσεις στο επίπεδο;

F





l = rημφ





φ





r
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P





Η ροπή, που ορίζεται ως    τ = r x F ,  έχει διεύθυνση κατά μήκος του άξονα του κοχλία. Όταν τα δάκτυλα του δεξιού χεριού κυρτώνονται από την κατεύθυνση του r προς την κατεύθυνση του F, ο προτεταμένος αντίχειρας  δείχνει προς την κατεύθυνση του τ (που είναι διάνυσμα κάθετο προς το r και προς το F)
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Ftan = Fημφ








Frad = Fσυνφ





φ





O





Ο
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θ
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Α








� Με FT συμβολίζονται οι τάσεις των σχοινιών, δηλ. FT=T1,  FT =T2, με FG συμβολίζονται οι δυνάμεις βαρύτητας FG=W1 και με FN οι δυνάμεις επαφής μεταξύ των σωμάτων .
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